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Инновации в математическом моделировании 
тепловых режимов вечномерзлых грунтов

ООО «Симмэйкерс», Москва

ООО «Симмэйкерс»

Проектирование фундаментов, трубопроводов, скважин и других сооружений на вечномерз-
лых грунтах включает расчет теплового режима грунтов и обоснование мероприятий, обе-
спечивающих соблюдение теплового режима в процессе строительства и эксплуатации. Для 
решения этой задачи необходимо использовать программное обеспечение для математиче-
ского моделирования тепловых процессов в грунтах с учетом фазовых превращений «лед-
вода». Для математического описания теплового режима грунтов предложено используется 
нелинейное уравнение теплопроводности вида:

 
,(1)

где T – температура; C(T) – зависимость объемной теплоемкости грунта от темпера-
туры; ww(T) – зависимость количества незамерзшей влаги в грунте от температуры;  
ρb – плотность грунта; L – удельная теплота фазового перехода; t – время; λ(T) – зависи-
мость теплопроводности грунта от температуры; Cw – объемная теплоемкость воды; 
u – вектор скорости фильтрации грунтовых вод.

В данном уравнении учтен конвективный перенос тепла в грунте, поскольку при значитель-
ных скоростях фильтрации влаги в грунте тепловой поток за счет конвекции соизмерим с 
тепловым потоком за счет кондукции. В качестве зависимости теплоемкости C(T), теплопро-
водности λ(T) и количества незамерзшей воды ww(T) в уравнении (1) можно использовать 
любую таблично заданную функцию. С другой стороны в предложенную модель заложена 
возможность вычисления зависимости теплоемкости, теплопроводности и количества неза-
мерзшей воды от температуры в соответствии с выражениями из СНиП 2.02.04-88 «Основа-
ния и фундаменты на вечномерзлых грунтах».

Для учета теплового взаимодействия грунта с инженерным сооружением и атмосферой к 
уравнению теплопроводности (1) формулируется граничное условие вида:

  
 
,где αв – коэффициент теплообмена между грунтом и атмосферой; Tв – температу-
ра воздуха; αс – коэффициент теплообмена между грунтом и инженерным сооружением;  
Tс – температура инженерного сооружения; q – тепловой поток на границе области мо-
делирования.

Здесь следует отметить, что значение коэффициентов теплообмена пользователям про-
граммного обеспечения для теплотехнических расчетов часто не известно. В связи с этим 
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в предлагаемой математической модели имеется возможность вычисления коэффициентов 
теплообмена между инженерным сооружением и грунтом с использованием следующих урав-
нений:

• для сооружений с плоской конструкцией теплоизоляции между грунтом и сооружением 
(фундаменты, основания резервуаров и др.):

 
 ,где αliq – коэффициент теплопередачи от 
газа или жидкости, при наличии (например, 
нефти в резервуаре), к слою теплоизоляции; 
δi – толщина i-го слоя изоляции; λi – тепло-
проводность i-го слоя изоляции.

 
 • для сооружений с трубчатой конструкцией теплоизоляции между грунтом и сооружением 
(трубопроводы, скважины и др.):

 ,где αliq – коэффициент теплопередачи от газа или жидкости (например, нефти в тру-
бопроводе или скважине) к стенке трубы; λi – теплопроводность материала i-ой стенки; 
di+1 и dn+1 – наружный диаметр трубы; di и d1 – внутренний диаметр трубы, равный di = 
di+1 – δi; δi – толщина i-й стенки.

Для вычисления коэффициента теплообмена между грунтом и атмосферой в зависимости 
от скорости ветра возможно использовать уравнение:

 	
 

,где v – скорость ветра.

Нелинейное уравнение теплопроводности (1) допускает аналитическое решение только в 
частном одномерном случае. Рассмотрение же трехмерного случая требует использования 
численных методов. В настоящее время для численного решения нелинейного уравнения 
теплопроводности (1) известно много методов. Основным требованием, предъявляемым к 
численным методам, является осуществление решения уравнения теплопроводности с тре-
буемой точностью за приемлемое время. При этом задача усложняется тем что, при модели-
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ровании теплового взаимодействия сооружения с вечномерзлым грунтом с требуемой точно-
стью часто требуется дискретизация рассматриваемой области в несколько миллионов ячеек 
расчетной сетки. Такое количество ячеек в расчетной сетке объясняется следующим:

• большой размер расчетной области требует большого количества ячеек для её дискрети-
зации;

• увеличение размера ячейки также ограничено, так как ее максимальный размер зависит от 
геометрических размеров элементов, находящихся в расчетной области, – толщины тепло-
изоляционных материалов, геометрических размеров элементов сооружений (диаметр тру-
бопроводов, скважин и др.), границы различных грунтов и др.;

• необходимо выполнять учащенную дискретизацию области, где грунт переходит из талого 
состояния в мерзлое, т.к. увеличение размера ячеек расчетной сетки на границе фазового 
перехода приводит к резкому увеличению погрешности численного решения. 

В свою очередь решение нелинейного уравнения теплопроводности на расчетных сетках, 
состоящих из нескольких миллионов узлов, требует очень больших вычислительных ресур-
сов, в том числе большое количество процессорного времени и большой объем оперативной 
памяти. Именно по этой причине такие широко известные программные комплексы, такие как 
ANSYS, ABAQUS и COMSOL, не в состоянии решать подобные задачи. В этих программах 
для численного решения нелинейного уравнения теплопроводности используется неявная 
формулировка метода конечных элементов. Преимущество неявной численной схемы заклю-
чается в возможности использования значительно большего шага по времени из-за безуслов-
ной устойчивости схемы, что позволяет сократить время расчета. Однако при решении задач 
промерзания и растепления грунта имеет место резкое изменение свойств материалов в ре-
зультате фазовых превращений. В связи с этим для неявной схемы нельзя применять боль-
шие шаги по времени из-за проблемы сходимости. При этом данная численная схема требует 
решение системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) на каждом временном шаге и 
на каждой итерации по нелинейности. Решение СЛАУ – это наиболее сложная вычислитель-
ная задача во всем процессе расчета, которая обладает слабой степенью параллелизации и 
требует больших вычислительных ресурсов. Использование чисто явной схемы (как, напри-
мер, это сделано в программе «TermoStab 67-87») связано с проблемой устойчивости этой 
численной схемы. Для устойчивости явной схемы необходимо использовать небольшой шаг 
по времени, что не позволяет за приемлемое время осуществить прогноз температурного 
режима грунтов на несколько лет. Таким образом, получается, что использование существу-
ющих методов моделирования тепловых процессов либо вообще не позволяет найти реше-
ние нелинейного уравнения теплопроводности на расчетных сетках, состоящих из нескольких 
миллионов узлов, либо требует для нахождения решения осуществления вычислений в тече-
ние нескольких дней.

В связи с этим математическое моделирование тепловых режимов вечномерзлых грунтов по-
требовало разработки инновационных методов решения нелинейного уравнения теплопрово-
дности. Разработанный численный метод базируется на совместном использовании неявной 
и явной аппроксимации производной по времени в уравнении теплопроводности. Суть ме-
тода заключается в следующем. Моделируемая область разбивается на несколько подобла-
стей. Для каждой подобласти вычисляется шаг по времени, обеспечивающий устойчивость 
явной схемы и оценивается ее вычислительная сложность. Также оценивается сходимость 
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и вычислительная сложность неявной схемы. В результате для численного решения нели-
нейного уравнения теплопроводности в данной подобласти используется схема (явная или 
неявная), обладающая меньшей вычислительной сложностью. Выбор между двумя схемами 
для каждой из подобластей позволяет использовать вычислительные преимущества обеих 
схем. В одних подобластях, в которых отсутствуют фазовые превращения, предпочтительней 
использование неявной схемы, а в других (в которых имеют место фазовые превращения) – 
явной схемы.

Еще больше сократить время расчета при сохранении точности численного решения нели-
нейного уравнения теплопроводности позволило распараллеливание разработанной числен-
ной схемы, обладающей большой степенью параллелизации, под графические процессоры. 
При распараллеливании разработанного нами численного метода под графические процес-
соры происходит существенное сокращение времени решения тепловой задачи – более 
чем в 10 раз (рисунок 1). Для сравнения – в современных программах для моделирования 
ABAQUS и ANSYS перенос вычислений с 8-ми ядерного центрального процессора (CPU) на 
442 ядра графического процессора (GPU) показывает небольшое сокращение времени рас-
чета – максимум в 2.4 раза (рисунок 1). Это обусловлено меньшей степенью параллелизации 
используемых в этих программах численных методов, в сравнении с предлагаемым нами ин-
новационным методом.

Рисунок 1. Ускорение расчета при моделировании тепловых процессов 
за счет параллелизации вычислений под графические ускорители

ООО «Симмэйкерс»
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На практике разработанный инновационный метод математического моделирования тепло-
вых режимов вечномерзлых грунтов позволяет осуществлять многолетний прогноз теплового 
режима грунтов в процессе строительства и эксплуатации сооружений для участков, имею-
щих большие пространственные масштабы. Такие задачи возможно решать в программном 
комплексе «Frost 3D Universal», в котором внедрен предлагаемый инновационный метод.

На рисунке 3 представлены результаты моделирования теплового режима грунтов под со-
оружениями и трубопроводами нефтеперекачивающей станции (рисунок 2). Размер моделиру-
емой области – 500х400 метров, прогноз осуществлялся на 5 лет. Время выполнения данного 
расчета с использованием разработанного инновационного метода составило менее 3-х ча-
сов.

Рисунок 2 . Расположение объектов  
нефтеперекачивающей станции

Рисунок 3. Распределение температуры в грунте  
под инженерными сооружениями нефтеперекачивающей  
станции (резервуарами, зданиями, трубопроводами и др.)
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